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二维频率估计的多阶段分解算法
`
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摘要 研究了加性 白 G a us s 噪声中的二维频率估计问题
.

基于旋转不变性和矩阵伪逆的双正 交性
,

提出了一种新颖的迭代算法
,

它在每一步迭代过程 中得到一个二 维频率分量
.

通过系统化的多阶段

分解和重构可 以得到所有的二维频率分量
,

并且所得的二维频率 自动配 对
.

同时利用循环 最小化的

思想研究了算法的全局收敛性
.

仿真实验表明了所给算法的有效性和优越性
.
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二维频率估计是多维信号处理中的一个重要的问

题匡
7」

,

它在许 多领 域 (如雷达 成像
、

声 纳
、

通信
、

地球物理
、

射电天文学和医学成像等 ) 中有广泛的应

用
.

基于最大似然思想的方法川
,

虽然有优异的统计

性能
,

但是它们庞大的计算量限制了它们的实际应

用
.

因而
,

许多具有较小计算量且性能损失较小的次

最优方法
,

如子空间方法 ( A C M P 方法 aj[
,

状态空间

方法仁`〕 ,

M牢M p 方 法仁s〕
,

2
一

D rP
o n y 方 法厂6〕 和 2

一

D

ESP IR T 方法7[] 等 )
,

被深人地研究了
.

对于一维频 率估计 问题
,

经 典 的 E S P IR T 方

法川利用低秩信 号子空 间的旋转不变 结构可 以得

到高分辨 的频 率估 计
.

对 于二 维频 率估 计 问题
,

也存在 类 似的 低 秩 信 号 子 空 间 结 构
·

R aO 和

K un 扩〕最先认识到这一事 实
,

然而他们 的状态空

间方法不朗解决多个二维频率 具有 同一 个一维频

率分量 的间题
,

同时也未解 决频率配对 问题
.

利

用矩阵增强和矩阵束 ( M EM )P 方法
,

文献 [ 5〕解决

了上述两个问题
.

M E M P 方法先把二 维估计问题

分解成两个一维估计 问题
,

然后将两个 一维参数

配对即可得到二维 频率
.

然而
,

若 多个 频率对具

有相 同的一维频率
,

文献仁5〕中的代价 函数可能会

配对错误
.

文献 [ 6〕提 出了一种 与 M EM P 方 法类

似的方 法
, ·

即 2
一

D P or
n y 方法

,

它 的计 算 量 小于

M E M P 方 法
,

但 是 通 常 其 估 计 性 能 也 要 低 于

M EM P 方法
.

代数藕合矩阵束 ( A CM )P 方法川 可

以估计具有相 同一维分量 的多个二 维频率
,

它不

需要 额 外 的 频 率 配 对 算 法 且 估计 性 能 也 高 于

M E M p 方法
.

近 来
,

R o u q u e t t e 和 N 司im [ ,〕提 出了

一种 2
一

D E S P R I T 型方法
,

它需要矩阵的联合对角

化来估计频率对 以及参数配对算法
.

最近
,

文 献 [ 8
,

9 ] 引人 了矩 阵 的双 正 交 性
,

提出了一种联 合近似对角化一 组特征矩 阵的多 阶

段分解算法
,

并利 用该算法解 决 了信 号盲分离 问

题
.

在本文中
,

基于矩 阵的双正 交性 和旋转不 变

性
,

我们进一步推广 了多阶段分解 算法并 用来解

决二维频率估计 问题
,

该方法 能够实现频 率的 自

动配对
.

文献 [ 9〕中的方法 是 本文算 法 的一个 特

例
.

同时
,

利 用循环最 小化 的思想
,

我 们研究 了

该算法 的全局 收敛 性
.

计 算机仿 真结果验证 了所

给算法的有效性
.

1 数据模型

考虑如下的被噪声污染的数据
:

少 ( m
, n ) = x ( m

, n ) + w ( m
, n )

,

( 1 )

其中 。簇
刀

< M`
.

1
,

O镇
n
( N 一 1

,

信号部分 x( m
,

n)

20 0 5一 0 5
一

2 0 收稿
,

2 0 0 5
一 0 8一 0 8 收修改稿

*
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可 以表示为

x ( m
, n ) 一 艺

s 乏 e x p仁j Z
二 ( f

l *
m + 儿

盖n )〕
,

( 2 )

二维零均值
,

方差为 扩 的复 G au
s s 白噪声

.

利用矩阵表示
,

未受噪声污染的数据矩阵可以

表示为

信号 x 由 K 个二维复谐波组成
, X 一 公气梦

T
( 3 )

频率为长f
l走 ,

f2
*

}
,

复振幅为 { :
*

}
.

它们的归一化二维

w ( m
, 二 ) 为一个

其中

门
!!!!leel

e x p ( jZ兀 f
l ,
) e x p ( j Z二 f

l :
) e x p ( 12二 f

l二 )

x p ( j Z二 (M 一 1 ) f
, 1
) e x p ( j Z二 (M 一 1 ) f

l :
) e x p ( j Z二 (M 一 1 ) f

1 K
)

广

||
|匡

一一巾

A 一 d i a g [
、 : , 5 2 ,

…
, , 、 」

,

ǐ wewelt|lesl|1

4
一1

e x p ( j Z二 f2
,
) e x P ( 12二 f

2 2
) e x p ( j Z二九

二
)

x p ( j Z二 ( N 一 1 )九
l
) e x p (12兀 ( N 一 1 )几

:
) e x p ( 12二 ( N 一 1 )儿、 )

ù

||
|少

一一梦

我们的 目的就是从被噪声污染的数据 y ( m
,

n)

中估计 K 个二维频率 {二
* ,

九
、
}

.

一旦得到二维频

率的估计
,

复振幅 {
、 *

}可 以直接估计 出
,

这是 因为

叭 m
,

n) 是复振幅的线性组合
.

因而
,

本文不考虑

振幅
、 *
的估计

.

不失一般性
,

我们假设二维频率在

每一维的值互有不 同
.

而关于估计多个二维频率在

某一维共享相同频率值的问题
,

可以利用与 A C M P

方法类似的秩恢复技巧来处理
.

X ( 2 ) 一X ( 1
:

M 一 1
,

2 :

N ) ~

切以厕
丁
~ 巾 (注F Z

)护 立 切姓 (2 )护

X ( 3 ) 一 X ( 2
:

M
,

1 :
N 一 1 ) =

虱里
丁
一 鱼 ( F

I

)A 萝 奎必 ( 3) 萝
X ( 4 ) = X ( 2

: 几夕
,

2
:

N ) =

也么梦
T
一 少 ( F

I A万
, 2
)妒 立 娜以 ( 4 )护

,

( 5 )

2 多阶段分解和重构算法

在本节中
,

我们提出了一种多阶段算法
.

该算

法是建立 在 V an d er m on d e 矩阵 中 和 梦 的旋转不变

性质基础上的
,

即

巾 一 必
,
1 ,

甲 = 望甲
。 ,

( 4 )

其中 F ,
一 d i a g 仁e x p ( j Z二 fl

,
)

,

…
, e x p ( j Z二 f1 K )」和

迅 = d i a g 〔e x p ( j Z二 f2
,
)

,

…
, e x p ( j Z二 f2 二 )」为对角矩

阵
.

矩阵 平和 Y 分别为矩阵 v 删掉其第一行和最后

一行
.

未受噪声污 染的数据矩 阵 X 的 4 个子矩 阵满

足下面的关系式圈 (这里使用了 M A T L A B 中的记

号 )
:

X ( 1 ) = X ( 1
:

M 一 1
,

1 :

N 一 1 ) 一

切姓梦
T

鱼 口八 ( 1 ) 甲
丁

由上面的关系式可知
,

若得到矩阵 鱼 和 里 的估计
,

则很容易 由矩阵的 V a n d e r m o n d e 结构得到二维频率

的估计值
.

( 5) 式 中的子矩 阵都是 V an d er m o n d e 矩

阵 鱼 和里
T 的乘积

,

不同之处在于它们的矩阵分解

形式的中间部分为不同的对角矩 阵
.

与文献 [ 9」不

同
,

这里的矩阵 鱼和 里通常是不 同的
,

而文献 [ 9」

中是 同一个 矩阵使得一组 特征矩 阵同时被对角化
.

因此
,

这里的对角结构可 以看作是文献 [ 9」中的对

角结构的推广形式
.

下面
,

我们发展一种多阶段算

法来估计 V an de
r m o n de 矩 阵 鱼 和 里

.

首先
,

引人

矩阵的双正交性
.

矩阵的双正交性叫
:

对于矩阵 B 一 [ b
, ,

…
,

瓦〕

任 C
” 又 ”

( m ) n )
,

它 的 M o o r e 一 P e n r o s e
伪逆是 B

一

卜
一

仁时
,

…
,

况 〕
H
任 C

” 又 仍
.

显 然有如下 的双 正交关

系
,

( b才)
H

bj ~ b尸b才一 占( i一 j )
,

( 6
a
)
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b *

土 spa n 「时
,

…
,

眯
, ,

呱
; ,

…
,

公〕

时 土 , p a n
仁b

, ,

…
,

b。
1 ,

b、 1 ,

…
,

b
,

〕

E ( r )矿 = 夕
`
( : ) g

` ,

(扩 ) H E ( : ) = 户
`
( : ) h梦

,

i 一 1
,

…
,

K
.

( 9 )

( 6 b ) 注 1 :

在 ( 9) 式 中
,

对于 固定 的一 列 i i( 一 1
,

…
,

K )
,

存在一个与 g `

有关的关系式
:

其中对 称为 b
,

(j 一 l
,

…
,

n) 的伴随矢量
.

双正交

性在建立代价函数和计算单个分量 的过程 中有十分

重要的作用一

.2 1 降维处理

为了降低计算量
,

需要降低矩阵的维数
.

理想 的

降维矩阵 工和 只 应满足条件
s p a n ( L ) = s p a n (鱼 ) 和

s p a n ( R ) = s p o n (里
’

)
,

其中上标
` 表示复共扼

.

从

而
,

矩阵 L H

鱼和 R ” 里
`

为满秩矩阵
.

进一步
,

为了处

理方便
,

L 和对最好是酉矩 阵
.

在没有噪声或无限样

本情况下
,

降维矩阵可以 由矩阵 x ( 1) 的主左和右奇

异向量得到 (也见文献「3〕)
.

实际上
,

由于样本数有

限
,

难以得到高精度的降维矩阵
,

这时可以从多个矩

阵 X ( : )
, T ~ 丰

,

…
,

4 中得到较高精度的降维矩阵
.

令

e 一 习X ( : ) ,
其奇异值分解 ( S V D ) 为 C 一 DU

v H ,

其

中 U 一 [
“ , ,

一
, “ 膝

飞

」和V 一仁v , ,

…
, v 、

1

」
.

因此
,

降维

矩阵取为矩阵 C 的主左和右奇异向量
,

即 L 一 匡
, ,

…
, u : 」和 R # 仁

v l ,

…
, v 二 〕

.

对于矩阵 X ( : )
,

( : = l
,

…
,

4)
,

左乘 毛
H

并且右乘 R 使得其维数由 (M 一 1) 火

( N 一 1) 降到 K x K
,

从而得到下面的变换矩阵
,

E ( 1 ) h士 // E ( 2 )矿 // E ( 3 ) h才 // E ( 4 ) h士 // g , ,

( 10 )

和一个与 h 、

有关的关系式
:

( g士)
H E ( 1 ) // ( g士)

H E ( 2 ) // (扩 )
H E ( 3 ) //

(扩 ) H E ( 4 ) // h黔
,

( 1 1 )

其 中记号 // 表示 两个 向量平 行
.

并 且对于 相同 的

一列 i( i一 1
,

…
,

K )
,

E ( : )矿 和 g `

之间的 比例系

数为户 ( 。
,

而 g( 才)
“ E (r ) 和 h 、 之间 的比例系数也

为 产 (曰
.

因而
,

我们构造下面的提取单个列矢量的代价

函数
:

m i· , (、
,

、
, · 2 , · 3 , · 4

卜 全{4
二 ( , )、 一

,二 ( 1 )、

+

鑫{}
衅 E ` , ,

一
驴“ “ ’

( 1 2 )

E ( r ) 一 L HX ( r ) R
, r 一 1

,

2
,

3
,

4
.

( 7 )

注意
,

在 ( 7) 式 中
,

噪声 已 被抑制
,

而信号完 全保

留
.

这是因为未受噪声污染的数据矩阵具有低秩结

构
,

而最小二乘意义上 的最佳秩 K 近似 l0[ 〕可 以保

留信号分量的低秩性质同时滤除掉噪声分量
.

2
.

2 代价函数

令 ` 垒刃
H鱼 和 H垒 R

H

里
` ,

则 ( 7) 式可以改写为

关于上面的代价函数
,

有如下两个注释
:

注 2 :
令

。 一 ( 。
: , 。 3 , 。 4

)
,

显 然 代价 函数 J

( w
l , w Z , c )相对于 w l ,

w :

和 e
都是二次函数

.

注 3 :

若 wl 一 h才
,

挑 一 g才 i( 一 1
,

…
,

K )
,

, = 介 (户 ) /户 ( 1 )
,

( 户= 2
,

3
,

4 )
,

则代价 函数 J

( wl
,

城
, 。 ) 达到其全局最小值 0

.

这一结论可 由

(9 ) 式直接得到
.

因此
,

通过求代价函数 J ( w
l ,

w : ,

c) 的最小值点
,

我们可以得到 G 和 H 的一列对应的

矢量
.

E ( r ) 一 以 ( : )。
H

垒 习
。 ( r ) g

:

h尸 r = 1
,

2 , 3
,

4

( 8 )

令 g才
,

h才分别为 g ` ,

h
`

的伴 随矢量
,

则利用 (8 )

式和双正交性可得

2
.

3 计算单个频率分量

令 e ~ ( w
,

c)
,

其中 w 一 ( wl
,

城 )
.

基于文献

[ 1 1〕的循环最小化 的思想 (实际上
,

在更早 的文献

[ 8
,

9] 中的多阶段算法 已 经 隐含地使用 了这种思

想 )
,

最小化 函数 J ( w
, 。 ) 有如下通用 的迭代形式

:

c ( O ) = 初始值
,

对 k一 1
,

2
,

…计算
,
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w( k )一 a r gm in J( w
, e ( k 一 1 ) )

e ( k ) = a r g m inJ ( w ( k )
, e ) ( 13 )

特别地
,

对于本文中的代价函数 ( 12) 式
,

它可

以改写成如下形式
,

始值 。 ( 0) 随机选取为一个归一化矢量
.

在第 k 步
,

计算 w ,
( k) 和 桃 k( )使得代价 函数最小

.

对 于 k一 1
,

2 ,

…
,

有如下的迭代过程
:

( 1) 求单位模矢量 w l
( k) 使得

J ( w
, ,

、
, e ) 一 w护云〔E (户) 一 e , E ( 1 )」H

w {
`
(* ) {艺 [ E ( , ) 一 c , ( k 一 ` ) E ( ` ) ]

“

「E ( P ) 一
e ,

( k 一 1 ) E ( 1 ) ] } w
l
( k ) ( 18 )

[ E ( P ) 一 e , E ( 1 )」w ,
+

时艺仁二 (户 ) 一
〔

,

, E ( 1 )」仁E (力 ) 一 c , E ( 1 ) ]
“ w Z

·
最小

,

即 w l

k( )是如下矩阵的最小特征矢量
,

( 1 4 ) cl ( * ) 一 习 [二 (户) 一 e ,
(* 一 z )二 (川

H

由上式易知
,

固定 。 ,

J ( w
, ,

w Z ,

c) 是 关于变量 wl

和 桃 的二次 函数
,

从而容 易得到代价函数的最小

值点
.

即
,

固定 。 ,

使得代价 函数 J ( w
, ,

桃
, 。 )最

小的矢量 w l

和 w :

分别为下面两个矩阵的最小特征

矢量
:

「E ( p ) 一 e , ( k 一 1 ) E ( 1 )〕 ;
( 1 9 )

( 2) 求单位模矢量 w Z

(k )使得

w梦(* ) {习 [ E (户) 一 e ,
( k 一 ` ) E ( l )〕

〔E ( P ) 一 c , ( k 一 1 ) E ( 1 )」H

} w
:
( k ) ( 2 0 )

〔E ( P ) 一
e , E ( 1 )」“

仁E (户 ) 一
c , E ( 1 )」

,

最小
,

即 城 k( )是如下矩阵的最小特征矢量

、

艺州
一一C

、

艺州
( 15 a )

暇 一 艺 [ : (户 ) 一 c , E ( ` )〕仁E (户) 一 e , E ( 1 )」H
. C ( k ) 一 「E ( P ) 一

`卜 ( k 一 l ) E ( 1 )」

「E ( P ) 一
e *
( k 一 1 ) E ( 1 ) I

H

( 2 1 )

( 1 s b )

( 3 ) 更新矢量 e ( k )

另一方面
,

固定 w
,

代价函数 J ( w
, ,

w Z , 。 ) 关于矢

量 c 的偏导数为
c
( k ) ~

d
,

( k ) 十 f ( k )
r l
( k ) 十

r :
( k )

一 2
,

3
,

4 ( 2 2 a )

aJ ( w
: ,

w 。 , e )

次
p

一一 Z w UE
H
( 1 ) E ( P ) w

,
+ Z w护E

H
( 1 )

·

其中

E ( l ) w
, e ,
一 Z w梦E (户 ) E

H
( 1 )磷 +

2对 E ( 1 )￡ H ( 1 ) w
, c , ,

( 1 6 )

* a J ( w
, ,

w : , e )
户

笼户

—
一 U ,

d C ,
可 以 得 到使 得代价 函数 J

r l
( k ) = w黔( k ) E

卜̀
( 1 ) E ( 1 ) w

,
( k )

,

r :
( k ) = w犷( k ) E ( l ) E

H
( 1 ) w

Z
( k )

,

d
,

( k ) = w护( k ) E
卜̀
( l ) E ( i ) w

:
( k )

,

无 ( k ) = w梦( k ) E ( i ) E
H
( 1 ) w

Z
( k ) ;

( 2 2 b )

( w
, ,

w : ,

c) 的矢量 ` 的第 P 个元素为

w {
, E H

( 1 ) E ( P ) w
,
+ w梦E ( P ) E H ( 1 ) w

Z

w {
, E H

( l ) E ( 1 ) w
l
+ w梦E ( 1 ) E

H ( 1 ) w
Z

P = 2
,

3
,

4
.

( 1 7 )

因此
,

基于循环最小化思想
,

我们可以得 到求

解代价函数 J ( w
l ,

w : ,

c) 最小值点的迭代算法
.

初

( 4 ) 重复上面的步骤
,

直到 }}wl (走) 一 w ,
(掩一 z川

< 。 且 jlw
Z
( k )一 w Z

( k 一 1 ) JI <
。 ( 。 为容许误差

,

本文

取 。 = 1 0
一 6

)
,

且令 g才= w :
( k )和 h疥= w ;

( k )
.

关于上面的迭代算法
,

我们有下面的全局收敛

性引理
.

引理 (全局 收敛性 )
:

对于 随机选择 的初始值
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c (O )
,

上述最小化代价函数 J ( w
, 。 ) 的迭代算法是

全局收敛的
.

证明
:

首先
,

容易验证循环最小化 的过程具有

如下性质
,

易验证 L l g才一 。 且 R l
h才一 。

,

则 L l

张成 g犷的正交

补空间
,

而 R l

张成 h才的正交补空间
.

这说明 lL

和 R ,

是理想 的
、

有效的降维矩 阵
.

于是
,

新 的降

维特征阵为

J ( w
, e ( O ) ) ) J ( w ( 1 )

, e ( O ) ) ) J ( w ( 1 )
, c ( 1 ) ) ) … E :

( r ) 一 乙 1

它( : ) R U 任 c `卜
, , X ` K一 ` ,

.

( 2 4 )

) J ( w ( k 一 1 )
, c ( k 一 1 ) ) j ( w ( k )

, e ( k 一 1 ) ) )

J ( w
,

( k )
, e ( k ) ) ) …

,

即
,

上述迭代算法 的每一步迭代均使得代价函数下

降
.

另一方面
,

代价函数 J ( w
, 。 ) 的全局最小值是

0
.

因此
,

该迭代算法具有全局收敛性
.

一旦得到 g才和 h犷
,

令矩阵

F ,
一 习 [ E (户) h才] [ E (户 ) h才]

H ,

F
Z
二 艺 [ E

H (户) g才〕〔E
H
(户) g才」

” .

酥从

利用双正交性可知
,

g 。

和 h。 分别对应于矩阵 F ,

和

F Z

的最大特征矢量
.

2
.

4 第一阶段分解

得到一列矢量 g0
,

瓶 及其伴随矢量 g J
,

对 后
,

可从 E ( : ) 中去掉分量 两 ( : )肠 h0n
,

即 E ( : )一 E ( T ) 一肠

[ ( g才)
“ E (日树 〕h黔

,

其 中 蔚或 一 1
,

h0n 权犷一 1
.

此

时
,

矩阵 秀(r )不是满秩的
,

它的秩为 K 一 1
.

为了

增加下一阶段抽取单个 频率分 量的计算效率
,

应

将厄( : )降维成 ( K 一 1 ) 火 ( K 一 1) 矩阵
,

这不仅能避

免权矢量再次收敛 到已 得到 的分量 上且提 高计算

效率
.

新的降维矩 阵应该 满足 L 、
一 n ul l ( g才 )

,

R ,
一

n ul l( h子 )
.

由与 矢量 h才 和 g才 相 关联 的 H o us e -

h ol d e r 变换矩阵可得到下面的降维矩阵
:

由此完成了第一阶段分解
.

2
.

5 多阶段分解

新的 ( K 一 1) 维分量可 由 E l
( r) 得到

,

除了维数

由 K 降到 ( K 一 1 ) 外
,

求解过程完全与第一阶段相

同
.

因此
,

分量 g , ,

h ,

和它们的伴随矢量 g扩
,

时

可以利用上节方法从 E l
(曰 中得 到

.

分解过程直到

第 ( K 一 2) 步为止
.

给定 g ( 1镇 g镇 K 一 2 )
,

用 E 。
( r ) ( r = 1

,

…
,

4 )

替代 ( 1 8 )一 ( 2 2 ) 式中的 E (
r
) ( r = 1

,

…
,

4 )
,

类似

地可得到 g 、

和 h 。

的伴随矢量 g梦和 h才
,

从而得到

g 。

和 h 、
.

降维矩 阵 工。 + ,
= n u l l ( g犷)

,

R 。+ ,
= n u l l ( h犷)

,

可 以用类似于 L l

和 R l

的方法得到
.

降维特征矩阵

可 由

E 、 ,
( : ) = L 、 ,

[风 ( : ) 一 g 。
( ( g奋)

H E 。
( : )对 ) h梦j R算

,

( 2 5 )

递归计算
,

如此重复直到 q 一 K 一 2
,

此时降维特征

矩阵 E K 一 2

(r ) 是 2 x 2 复矩阵
.

给定 g K 一 2 , h K 一 2

和

g交
一 2 ,

h丈
一 2 ,

位于 C
Z

中的最后一个分量可由下面的

双正交关系式惟一确定
,

一:

土 g 、 一 1 ,

一:

土 h K 一 , ,

g 、 一 :

土 g夫
一 1 ,

h K 一:

土 h夫
一 1

.

( 2 6 a )

( 2 6 b )

么 = [ 0 I K es l

] 一 g才(舫 + e l
)
H

/ ( 1 + 蔚 ) 任 C
`
卜

` ) x K ,

( 2 3 a )

R ,
一 [ o KI

一 ; 〕一凡 (民 + 。 ,
)
“
/ ( 1 + 人灰) 任 c

`
卜

` ) “ K ,

( 2 3 b )

其中 I --K
1

表示 ( K 一 1) X ( K 一 1) 维单位矩阵
,

0 是

( K 一 1 )维零矢量
, e ,

= 「1
,

O
,

…
,

o 〕
T
任 R

K X `
.

若

片 一 [ t占
,

一
,

t益 ]
T ,

则 玲 一 「裱
,

一
,

t益 ]
T

.

容

至此完成 了多阶段分解
.

2
.

6 多阶段重构

分解过程导致 连续降维特征矩阵 E 。
( : ) 和抽取

单个分量及其伴随矢量
.

分解完成后
,

所有具有充

分维数的分量可由以下过程重构
:

令 GK
一 2

= [ g
、 一 2

: g 二一 ,

〕任 C
2 X 2 ,

则 G 二一 。
=

仁g
、 一 。

: L吴
一 Z G 、 一 2

〕任 C
3 冰 3 ,

… …
,

直 到 G = [ g
。
:

L UG
I

] 任俨
x K

为止
.

类似地
,

令 H
K 一 :

一 [瓜
一 :

: 瓜
一 1

〕任 C
Z x Z ,

则
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KH
一 。
一 〔h二

一 3

: 只琴
2

万二一 。

]任 C
3“ 3 ,

一仁h
。

: R犷H
l

〕任 C
K “ K

为止
.

直到 H

因为 几 和凡 分别是由 ( K 一 q + 1) x ( K 一 q十 l)

维 H o u s e h o ld e r 矩阵 的最后 ( K 一 g ) 行 组成
,

L梦G
、

和 R梦H
。

可由矩阵与矢量相乘得到
.

因此
,

重构过

程也是计算有效的
.

最后
,

易知 必一 L G
,

梦一 ( R H )
` .

然后利用矩

阵 巾 和 梦 的 V
a n d er m o n d e 结构可 以得到二维频率

的估计值
.

值得指 出的是
,

在每一步迭代过程 中
,

我们得到 G 的一列矢量和 H 的一列对应的矢量
.

因

此
,

本文所得到的二维频率是 自动配对的
.

将 鱼 的

第 i(
,

j) 个元素记为 汽
, ,

里 的第 i(
,

j) 个元素记为

沪
. , ,

则二维频率的估计公式如下
:

( f
: 2 ,

介
2
) = ( 0

.

14
,

0
.

14 )
,

( f
13 ,

介
3
) = ( 0

.

18
,

0
.

1 8 )
,

( f1
4 ,

九
4
) = ( 0

.

2 2
,

0
.

2 2 )
.

注意
,

它们的

频率间 隔为 0
.

04
,

它小 于 F o ur ier 分辨能力 1/ M

( 一 0
.

0 5 )
,

这意 味着经典的基于 F F T 的算法不能

分辨这 4 个二维频率
.

每一个复谐波信号的信噪比

( S N R )均为 10 d B 时
,

图 1 画出了 2 0 0 次独立试验

的二维频率分布图
,

表 1 则给 出了 3 种算法的标准

差和相应的 C r a m e r 一 R a o 下界 ( C R B )
.

由图 l 和表 1

显然可以看出
,

本文的多阶段算法要显著优于文献

[ 3〕的 A C M P 算法
,

同时本文算法也略优于文献 [ 7〕

的 ZD E S P R I T 算法
.

表 1 3 种算法的标准差和 C r

am , R ao 下界 (C R B )

`

f
l

,

;
-

1

2 兀 (M 一 2 )

k

艺
a n g l e (沪

、、 ,
,
走
) 一 a n g l e (笋

`
,
*
)

, (为
,

f2 ) 标准差 ( 只 1 0
“
)

“ ) C R B ( X 1 0
一

3 )

.

9 16 8
,

0
.

90 0 1 )

( 2 7 a ) ( 0
.

10
,

0
.

10 ) ::.

0 0 5 6 ( 0
.

3 1 6 1
, 0

.

3 16 1 )

洲艺问
九

,
;

1

2兀 ( N 一 2 )

( 1
.

5 6 4 2 ,

1
.

2 0 2 3 )

1 5 4 7 3 )

a n g l e (切计
,

,
*
) 一 a n g l e (甲

, , 。
)

,

( 0
.

14
, 0

.

14 ) ( 0 3 2 2 ()
, 0

.

3 2 2 0 )

k 一 1
,

2 , …
,

兀 ( 2 7 b )

其中 a n g l e (
·

)表示取相位角
.

( 0
.

18
, 0

.

18 ) ( 0
.

3 2 2 0
, 0

.

3 2 20 )

3 计算机仿真实验 -

为了验证本文多阶段算法 的有效性及其相对性 _

能
,

做了下面的仿真实验
.

实验 1 实验参数取为 M 一 20
,

N 一 20
,

K 一 4 , 为

s 丧 = 1 ( k一 1
,

2
,

…
,

K )
,

( fl
l ,

介
1
) 一 ( 0

.

1
,

0
.

1 )
,

( 0
.

2 2
, 0

.

2 2 )

( 1
.

3 4 8 6
,

1
.

2 9 4 4 )

( 1
.

2 7 8 0
,

1
,

5 9 0 4 )

( 2
.

3 3 4 9 ,

2
.

1 2 7 1)

( 1
.

3 7 7 4
,

1
.

3 1 9 7 )

( 1
.

1 8 4 1 , 1
.

5 8 4 7 )

( 2
.

1 60 0 ,

2
.

2 7 0 2 )

( 0
.

78 7 8
, 0

.

8 2 5 2 )

( 0
.

8 35 3
,

1
.

0 5 20 )

( 1
.

4 12 0
,

1
.

4 8 4 7 )

( 0
.

3 1 6 1 , 0
.

3 1 6 1 )

a) 其 中标准差的第一行数据为多 阶段算 法的统计结果
,

第二行

Z --D E S P RI T 算法的统计结果
,

第三行为 A CM P 算法的统计结果

护护护

口口口

(((a)
---

今今今

,,...

参参参

,, (b)))

0
.

1 0 0
.

14 0
.

18 0 2 2 0
.

1 0 0
.

14 0
.

18 0 2 2 0
.

1 0 0
.

1 4 0
.

1 8 0 2 2

图 1 4个二维频率的 2 0 0次独立试验结果分布图 ( SN R = 1 0 d B )

( a ) 多阶段算法
; ( b ) A CM P算法

; ( c ) 2分 E S P R I T算法

实验 2 比较本 文算 法
、

A CM P算法 和 Z D
-

E S P R I T 算法 的均方误 差 ( M S E ) 随信噪 比 ( S N R )

的变化情 况
.

取数据 矩 阵为 15 X 15 维
,

它包 含

频率分别为 ( 0
.

1
,

0
.

1 ) 和 ( 0
.

2
,

0
.

2 ) 的 两个 复

谐波信号
.

对 于每一个信噪 比
,

做 2 0 0 次独 立实

验
.

图 2 ( a )和 ( b) 分别 显示 了频率 ( 。
.

1
,

0
.

1) 和
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频率 (0
.

2
,

。
.

2 ) 的统 计 性 能 及 其 相 应 的 C R .B

由图 2 可 知 , 对 于 信噪 比在 。 到 4 0 d B 变 化 时
,

本文多 阶段算法 的统 计性 能 显 著优 越 于 A c M P

算法 ; 在较低信 噪 比情 况下
,

本 文算法 优于 Z D
-

E S P R IT 算法
,

随着 信噪 比的增 加
,

两种 算法 的

统计性能趋于一致
.

--40
. 1

功----6070--80--90

若、椒醚长霸

一 { 卜一 多阶段算法

一
A CN P[ 算法

一令一 ZD 一 E S P R IT 算法

—
CR B

一母一 多阶段算法

一
A CM P算法

一长卜一 ZD一 S PR IT 算法

—
C RB

书
.

韶--60--70--80加

兽、荆照恢翁

( a) b( )
一 100 一 10 0

35钓 0 5 10 15 2 0 2 5 3 0

信噪比 /dB

40350
:

5 10 15 2 0 2 5 3 0

信噪比 /dB

图 2 3 种算法的统计性能随信噪 比的变化关系

( a ) 第一个频率 (0
.

1 , 。
.

1) 的统计性能
; (b ) 第二个频率 (0

.

2
, 。

.

2) 的统计性能

由本节的仿真试验易见
,

本文 的多阶段算法在

统计性能上辜显著优于 A C M P 算法
,

其原因可以做

如下的解释
: ,

第一
,

本文算法充分利用了接收数据

所包含的信息
,

即本文算法利用了数据矩阵的所有
4个子矩阵的信息

,

而 A c M P 算法仅仅利用了其中

的 3个子矩阵的信息
;
第二

,

本文算法是一种参数

联合估计方法
,

它计算 的是所有子矩 阵的平均特征

结构
,

而 A碑M P 算法是分维处理的
,

这样本文算法

具有更好的抑制噪声的能力
.

4
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